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Resumen

El objetivo de esta investigacién fue caracterizar la comprensién de estudiantes de tercer semestre de
bachillerato general sobre el concepto y cdlculo del limite de una funcién algebraica al utilizar los registros
semiodticos como la tabla, la grafica y la expresidn algebraica mediante el software de GeoGebra. El estudio
tuvo un corte cualitativo (Eisner, 1998), enfoque etnografico, cuya técnica fue la observacidn participante
(Woods, 1987). Se utilizd el software libre de GeoGebra para calcular el drea de poligonos regulares
construidos de forma inscrita en circunferencias con radio constante. La movilizacion de los conocimientos
previos del grupo estudiantil permitié el desarrollo de habilidades matematicas como la generalizacidn, la
visualizacién y la imaginacidon espacial. El uso de GeoGebra para las distintas representaciones de los objetos
matematicos permitié que los estudiantes pudieran darles cierto sentido a los procedimientos algebraicos e
incluso, que pudieran generalizar los tres tipos de casos que se pueden presentar al calcular el limite del
cociente de dos funciones algebraicas cuando el valor de la variable independiente tiende a infinito.

Palabras clave: Comprensidn, concepto, calculo, limite, funcidn algebraica.

Abstract

The objective of this research was to characterize third-semester high school students' understanding of the
concept and calculation of the limit of an algebraic function using semiotic registers such as tables, graphs,
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and algebraic expressions using GeoGebra software. The study had a qualitative approach (Eisner, 1998) and
an ethnographic approach, using participant observation as a technique (Woods, 1987). The free GeoGebra
software was used to calculate the area of regular polygons constructed inscribed in circles with constant
radius. The mobilization of the students' prior knowledge allowed for the development of mathematical
skills such as generalization, visualization, and spatial imagination. The use of GeoGebra for the different
representations of mathematical objects allowed students to give some meaning to algebraic procedures
and even to generalize the three types of cases that can arise when calculating the limit of the quotient of
two algebraic functions when the value of the independent variable tends to infinity.

Key words: Understanding, concept, calculation, limit, algebraic function.

Planteamiento del problema

De manera frecuente, la ensefianza del célculo de limite de funciones
algebraicas se centra en el procedimiento formal y se descarta el desarrollo de
nociones que le permitan a las (0s) estudiantes comprender el concepto
matematico de manera intuitiva, reflexiva y con sentido.

Al respecto, se han reportado estudios en los que se proporciond un
acercamiento intuitivo para la conceptualizacion de limite mediante razonamientos
sencillos, ya que la solucion se puede imaginar y visualizar (Blazquez, Ortega,
Gatica y Benegas; 2006); mientras que, en otros casos, las ideas intuitivas sobre
los infinitesimales favorecen la conceptualizacion compleja de numero real y
continuidad (Valdivé y Garbin, 2008).

De esta manera, interesé contestar la pregunta siguiente: ¢de qué manera
comprenden los estudiantes de tercer semestre de bachillerato general el
concepto y célculo del limite de una funcion algebraica al utilizar los registros
semidticos de la informacion como la tabla, la gréfica y la expresion algebraica
mediante el software de GeoGebra?

Marco tedrico

De manera comun, las (0s) estudiantes cometen errores matematicos
cuando la ensefianza trabaja con temas algebraicos o de cualquier otra tematica
gue pretenda el desarrollo del pensamiento matematico. En este sentido, Astolfi
(2004) plantea que los errores deben permitir el progreso intelectual cuando se
descarta su caracter sancionador; incluso, afirma que deben provocarse, ya que
son una gran oportunidad para el aprendizaje, para ello se debe conjugar la logica
de los estudiantes con la légica del saber.

Asimismo, Gigerenzer (2005) considera que una persona necesariamente
debe cometer errores para sobrevivir en un mundo lleno de incertidumbre.
También, sefala que se requiere de un analisis ecoldgico que revele la existencia
de buenos errores, para que, a su vez, permitan el estudio del funcionamiento del
cerebro. De igual manera, puntualiza que la naturaleza de la memoria no es
simplemente almacenar y recuperar, sino que debe hacer inferencias y reconstruir
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el pasado desde el presente.

Duval (1998) propone tres tipos de registros de representacion semidtica, a
saber: tabular, gréfica y simbdlico-algebraico; los cuales define como un sistema
especifico de produccion de representaciones semiéticas que pueden generar una
conversion entre objetos diferentes con caracteristicas en comun. Para ello, la
persona exterioriza y comunica las representaciones mentales (imagenes y
concepciones) que puede tener sobre un objeto, sobre una situacion y sobre su
asociacion.

Ahora bien, Duval (2006) destaca dos tendencias para explicar la
comprension de los estudiantes desde la perspectiva de la Educacion Matematica.
Por un lado, aquella que hace referencia a las dificultades de comprension a partir
de los “errores conceptuales” y, por el otro, a partir de las “producciones” de los
alumnos al resolver problemas de manera colaborativa, de tal manera que pongan
en practica la conversion y el tratamiento que permitan la transformacion del
procesamiento matematico mediante los registros de representacion semidtica.

Duval (2006) considera que la conversion es un proceso cognitivo complejo,
por lo que es el umbral de la comprension de los estudiantes como actividad
matematica que implica el uso obligado de las representaciones semibticas y el
analisis de los objetos matematicos respectivos.

Enfoque metodolégico

Este estudio es de tipo cualitativo (Eisner, 1998), con enfoque metodoldgico
en la Etnografia Educativa, cuya técnica fue la observacion participante (Woods,
1997). Esto implico que el docente realizara funciones tanto de ensefianza como
de investigacion.

La interaccion del docente-investigador fue con un grupo de 42 estudiantes
de bachillerato general dependiente de la Secretaria de Educaciéon del Gobierno
del Estado de México conforme al Programa de Estudios 2023. Se grabaron en
audio y se transcribieron las intervenciones tanto del docente como del grupo de
estudiantes, con la finalidad de analizar su contenido a partir de los criterios de
analisis que devinieron de los referentes teoricos.

Desarrollo y discusion

Una primera actividad que se solicitd a los estudiantes fue mediante el
software de GeoGebra, construyeran poligonos regulares de forma inscrita en una
circunferencia cuya medida del radio era constante a efecto de que pudieran darse
cuenta de que a medida que aumenta el numero de lados mayor es la
aproximacion al area del circulo. La intervencién de la ensefianza se denota con la
letra D; mientras que las participaciones del estudiantado son representadas con
la letra En (n corresponde al nimero de lista) y G cuando contestaban la mayoria
del grupo.

D: Vamos a apoyarnos con las indicaciones que se nos proporcionan, ¢qué
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debemos hacer primero?

Eis: Que seleccionemos la herramienta punto del segundo icono y que tracemos
un punto.

D: Bien, yo lo voy a hacer y quiero que observen. Si les surge alguna duda me
pueden interrumpir. Ahora que tracé el punto, ¢,qué debo hacer?

Eio: Seleccionar la herramienta Circunferencia, centro y radio, del sexto icono.

D: Vean, me voy al sexto icono y al desplegar las opciones, elijo la segunda
opcion (de arriba hacia abajo), en automatico me solicita la medida del radio,
voy a asignarle una medida de cinco y va a ser la misma siempre.

D: Bien, vean como se forma en automatico la circunferencia. Ahora, ¢qué
debemos hacer? [Nadie contesta] ¢ Quién me ayuda a leer el paso siguiente?
Ei1: Yo maestro. Ubica un punto cualquiera sobre la circunferencia y
posteriormente, traza un angulo, para ello deberas seleccionar la herramienta

Angulo dada su amplitud que se encuentra en el octavo icono.

D: Observen por favor lo que voy a hacer. Aqui en el octavo icono, voy a
seleccionar la segunda opcién que es Angulo dada su amplitud y es importante
que primero seleccionemos el punto que esta ubicado sobre la circunferencia y
después, el del radio de la circunferencia. ¢ Qué aparece en la pantalla?

E4: Que escribamos la medida del angulo. ¢ Eso cémo es?

D: Primero, diganme ¢ Cuanto mide el angulo completo de la circunferencia?

Es: Trescientos sesenta.

D: ¢ Estan de acuerdo con su compafiera?

G: Si profesor.

D: Si lo que quiero es construir un triangulo equilatero que esté inscrito dentro del
circulo, ¢en cuanto se van a dividir los trescientos sesenta grados?

E1o: En ciento veinte porque son tres angulos que tiene el tridngulo.

D: Si es ciento veinte, pero no pierdan de vista que el angulo que nos interesa es
el que se forma desde el centro de la circunferencia hacia los vértices del
triangulo.

En la Figura 1, se muestra la construccion de ocho poligonos regulares
inscritos en una circunferencia de radio igual a cinco unidades.

Una de las situaciones que debe ser expuesta es la curiosidad que
manifestaron los estudiantes de manera espontanea cuando el docente los
interrogd sobre la aproximacion al area del circulo, a medida que aumentaban los
lados del poligono regular. En los pasajes siguientes, se muestran las
intervenciones gue se generaron en la interaccion del docente con el grupo de
estudiantes.

D: Bien, ahora que ya terminaron, ¢qué me pueden decir sobre el area de los

poligonos conforme aumenta el numero de lados?

Eo: Es la misma, profesor.

D: ¢Qué opinan los demas?

Ee: Si son la misma, porque quedan encimadas.

D: Fijense lo que vamos a hacer, para ver si quedan encimadas o no. Vamos a

ampliar la imagen y quiero que me digan que ocurre.
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Eo: Ah, se alcanza a ver un hueco. Entonces, es casi igual.
D: ¢Y qué debemos hacer para que los poligonos regulares se aproximen cada
vez mas al area del circulo?

Figura 1.
Construccién de poligonos regulares inscritos en una circunferencia de radio igual
a cinco unidades mediante el software de GeoGebra.

€7 GeoGebra Classic 5 = a X
Archivo Edicidn Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

K] & 7SO0 N = 4]

v

E22: Construir un poligono de trescientos sesenta lados.
D: ¢ Qué opinan los deméas?
E2o: Creo que todavia le va a faltar.

En la Figura 2, se muestra una amplificacion del poligono de dieciocho
lados, tal y como se mostré al grupo de estudiantes con el propdésito de que
pudieran apreciar que este poligono tampoco cubria toda la superficie del circulo.

De manera complementaria, se le explico al estudiantado que la expresion
simbolica que nos permite calcular el area de un circulo se obtiene a partir de la
relacion que se establece entre el calculo del area de un poligono regular
cualquiera y la medida de la circunferencia correspondiente.

Entrada;
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Figura 2.
Poligono de dieciocho lados amplificado.
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Entrada;

D: ¢ Como se calcula el area de un poligono regular?
Es1: Me acuerdo que es multiplicando el perimetro por el radio y dividiendo entre
dos.
Ei2: No es el radio, es la apotema.
D: Bien, a esta expresion, también llamada férmula, la vamos a designar con el
ndmero 1 entre paréntesis. Ahora, ¢como obtenemos el perimetro de la
circunferencia?
E12: Multiplicando el valor de pi por el diametro.
D: ¢ A cuantos radios equivale el perimetro?
E2s: El doble.
D: Bueno, pues lo vamos a representar con dos veces el radio, en lugar del
diametro y lo vamos a representar con el nUmero dos entre paréntesis. Ahora, la
pregunta es: ¢ Como se relacionan entre si las expresiones del area del poligono
regular y el perimetro de la circunferencia?

El procedimiento algebraico que se llevo a cabo para deducir el &rea de un
circulo, se muestra a continuacion:
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A= % ...... (1)
P=2nr ... (2)
Sustituyendo (2) en (1):
(2mr)(r)

A=———
Realizando operaciones:

_ 2mr?

2
Simplificando términos o aplicando la propiedad cancelativa:
A=mer?

Para acceder a la comprensién del concepto de limite infinitesimal mediante
el trabajo de limites laterales tanto por izquierda (de menor a mayor) como por
derecha (de mayor a menor), se completaron tablas que se aproximarse a un valor
numeérico al que tiende la variable dependiente de una funcion lineal, se
proporcionaban valores numéricos cercanos para la variable independiente (ver
Figura 3).

Figura 3.
Ejemplo de tabla completada para una funcion lineal.

f(x)=3x-4 f(x)=3x-4

X f (x) X f(x)

1.5 0.5 2.5 3.5

1.7 1.1 2.3 2.9

1.9 1.8 2.1 2.3

1.95 1.85 2.05 2.15

1.99 1.97 2.01 2.03

T

De manera complementaria, se solicitd al estudiantado el trazado de la grafica de
los valores. En la Figura 4, se muestran los aspectos que se ponian de relevancia
con el estudiantado.
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Figura 4.
Representacion algebraica y grafica de la funcion lineal proporcionada mediante
limites laterales por izquierda y por derecha.

= GeopGebra Suite Calculadora f\/ Calc Gréfica ~
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e ©
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La tercera actividad que interesa presentar es sobre el trabajo realizado con
el concepto de limite infinito, ya que también se hizo en los tres niveles de
representacion: tabular, grafica y algebraica. Previamente, ya se habia trabajado
con el célculo de limites de forma directa.

D: Si queremos calcular el limite de la funcién f(x)=1/x cuando el valor de la
variable independiente tiende a cero, ¢,qué debemos hacer? [En el pizarron se
escribid la representacion formal del limite de esta funcion algebraica]

1 1

Ei0: Nos da cero.

D: ¢Por qué cero?

Eio0: Porque se divide uno entre cero.

D: ¢Qué dicen los demas? [Nadie contesta]. Para que podamos interpretar el
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resultado, vamos a completar las tablas siguientes.
Se les proyectaron las tablas mostradas en la Figura 6, con los valores
sugeridos para la variable independiente y ellos calcularon los correspondientes a
la variable dependiente.

Figura 5
Tablas con valores sugeridos para la variable independiente cuando tiende a cero.

X f(x) X f(x)
-4 - 0.25 4 0.25
-2 - 0.5 2 0.5
-1 -1 1 1

- 0.5 -2 0.5 2
-0.25 -4 0.25 4
- 0.1 - 10 0.1 10
-0.01 - 100 0.01 100
-0.001 - 1000 0.001 1000

snmn mm me

D: Ahora que ya completaron las tablas, diganme, ¢,qué ocurre a medida que los
valores de la variable independiente se aproximan a cero.

Es: Se hacen mas grandes.

D: Si cada vez se hacen mas grandes, ¢cémo podemos representar de manera
general ese comportamiento de nuestros datos?

Eis: Con el infinito.

D: Vamos a trazar la grafica en GeoGebra para que podamos visualizar el
comportamiento de los datos numéricos.

En la Figura 6, se muestra el trabajo realizado en el software. Las flechas
naranjas representan los valores a los que tiende o se aproxima la variable
independiente que en este caso es a cero y las flechas azules los valores a los
gue se aproxima la variable dependiente que en este caso es infinito.

De manera similar, se procedié con la gréfica de la funcién inversa cuando
el valor de la variable dependiente tiende a infinito. En la Figura 7, se muestran los
valores que le correspondieron tanto a la variable independiente como a la
variable dependiente.
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Figura 6.
Representacion grafica de la funcidn inversa cuando el valor de la variable
independiente tiende a cero.

17 GeoGebra Classic §
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Figura 7
Valores asignados a la variable independiente cuando tiende a infinito.
X f(x) X f(x)
- 0.25 -4 0.25 4
- 0.5 -2 0.5 2
-1 — 1l 1 1
-2 - 0.5 2 0.5
-4 -0.25 4 0.25
- 10 - 0.1 10 0.1
- 100 - 0.01 100 0.01
— 1000 - 0.001 1000 0.001
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En la Figura 8, se muestra la grafica correspondiente, en este caso también
corresponde a una hipérbola, cuyas flechas naranjas indican los valores por
izquierda y por derecha que se alejan hacia el infinito negativo y al infinito positivo,
respectivamente.

Figura 8.
Gréfica de una funcion inversa cuando el valor de la variable independiente tiende
a infinito.
) GeoGebra Classic 5 - o *

Archive Edicién Vista Opcicnes Herramisntas Ventana Ajuda

m®® 90O 0000 ORORORRRRS

nirada

D: Otro caso méas complejo en el que se calcula el limite de una funcién algebraica
cuando el valor de la variable independiente tiende a infinito, es el siguiente [En
el pizarron se mostro la expresion algebraica abajo mostradal

. 6x%-2
lim ———=
X—0 3X < +5X

D: En este caso, también podriamos emplear las tablas que utilizamos en los
ejemplos anteriores, pero seria un poco tardado, por lo que primero
identificaremos el mayor valor de la variable independiente; diganme, ¢cuanto
vale el mayor exponente?

Ea: Dos.

D: Ah, pues vamos a dividir todos los términos entre equis al cuadrado y luego
vamos a simplificar cada uno de los términos. [En el pizarron se hizo la
representacion algebraica, tal y como se muestra abajo]

2 62 2  (_2
. X — g x2 x2 . x2
T ox A3 5x A 3.5
x% = x? X

D: ¢Qué podemos hacer ahora que ya tenemos simplificado el cociente de estas
40
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funciones? [Nadie contesta]. Lo que tenemos que hacer es sustituir el valor de
infinito.

D: Ahora si, diganme, ¢a cuanto equivalen los nimeros que se dividen entre el
infinito? [Nadie contesta]. Vean las tablas y las graficas de lo que hicimos en los
casos anteriores.

Ei4: Es igual a cero.

D: ¢Y que nos queda?

Ei4: Seis arriba y tres abajo. ¢ Se dividen?

D: Si, ¢ Cuanto es el resultado?

E14: Dos.

D: Tracen la grafica en GeoGebra y cerciérense del resultado. [En el pizarrén se
mostro la representacion algebraica respectival.

2 2
i 6_p_6_Q_6—0_6_
JmT e = 5 3+0 3

3+=  3+—=
X co
En la Figura 9, se muestra la gréafica correspondiente.

Figura 9.
Grafica del cociente de dos funciones algebraicas cuando el valor de la variable
independiente tiende a infinito.

17 GeoGebra Classic 5§

- =] x

Archivo Edicién Vista Opclones Heramientas Ventana Ayuda

. - — =11 i |
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Sil'es Il 7
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b Vista Grafica

40

® imagend

Entrada:

Para cerrar con este tema, se les pidié que realizaran el procedimiento de
otros casos en los que el valor de infinito se aproximaba a infinito, de tal manera
gue pudieron identificar tres casos diferentes: el primero cuando el valor de la
variable con mayor exponente se encuentra tanto en el dividendo como en el
divisor; el segundo cuando el valor de la variable con mayor exponente se
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encuentra en el dividendo y el tercero, cuando el mayor valor de la variable se
encuentra en el divisor.

Con base en la interaccion entre el docente y los estudiantes, pudieron
advertir que, en el primer caso, el limite del cociente de las funciones siempre va a
obtenerse como resultado un numero real; mientras que, en el segundo, el limite
del cociente de las funciones tiende a infinito y en el tercero, el limite del cociente
de las funciones tiende a cero.

A modo de conclusiones

En un primer momento, el software de GeoGebra permitio desarrollar el
concepto de limite de forma intuitiva, ya que, al ser utilizado para construir los
poligonos regulares inscritos en una circunferencia, les permitié el desarrollo de
habilidades matematicas basicas como la imaginacidn especial, visualizacion y la
generalizacion de forma dinamica e interactiva.

En este sentido, la ensefianza mediada con el software de GeoGebra
contribuyo para que el estudiantado pudiera identificar que, a mayor niumero de
lados de un poligono regular inscrito en una circunferencia de radio constante,
mayor aproximacion al area del circulo.

De manera paralela, las distintas representaciones del concepto de limite
también incidieron de manera favorable en la comprension del estudiantado, ya
gue el transito entre las distintas formas de representacion de los datos de la tabla
a la grafica y después, de la tabla a la expresion algebraica, permitieron que se
pudiera abstraer el concepto de limite de manera gradual y sistematica.

Incluso, la conversion de la representacién algebraica en tabla o grafica
también fue favorable para comprender el concepto de limite de una funcion
algebraica; primero, con funciones simples y después, con el caso particular de un
cociente de funciones algebraicas.

En suma, el uso de GeoGebra junto con el tratamiento y conversion de los
distintos registros semiéticos de la informacion, favorecieron la comprension del
grupo de estudiantes que participaron en esta investigacion, puesto que
transitaron del plano intuitivo al plano formal mediante situaciones y contextos
diversos.

Aqui se reportan los resultados obtenidos para el caso del calculo de limite
de operaciones con funciones algebraicas cuando el valor de la variable
independiente tiende a cero; no obstante, conviene sefalar que el trabajo con este
tema favorecio el trabajo con el limite de funciones algebraicas que no se pueden
determinar de forma directa.
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